谈用函数与方程的思想解解析几何问题
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  函数思想主要是指针对某一个数学问题，构造出一个函数，然后利用函数的性质分析和解决问题。方程思想是对数学问题中的字母所代表的数量关系进行分析，进而确定各字母的值和字母间的等量关系，通常通过方程或者不等式的形式反映出来，然后利用方程或者不等式的性质求解，使数学问题得到很好的解决。

　　解析几何的题目大部分都以方程的形式给定直线和圆锥曲线，因此把直线与圆锥曲线相交的问题利用韦达定理进行整体处理，从而简化解题运算量，对于圆锥曲线上一些动点，在变化过程中会引入一些相互联系，相互制约的量，从而使一些线段长度及a,b,c,d之间构成函数关系，用函数思想处理这类问题时很有效。本文举例说明函数与方程的思想在解析几何问题中的应用。

　　例1，已知椭圆方程为■+■=1，在椭圆上是否存在点p(x,y)到定点A(a,0)(其中0<a<3)的距离的最小值为1，若存在，求出a的值及p点坐标，若不存在，请给予证明。

　　分析：本题属于探索性问题，先建立目标函数转化为求函数最值

　　解：设存在点p(x,y)满足题目条件，

　　所以,|AP|2=(x-a)2+y2,又因为■+■=1，所以y2=4(1-■)

　　所以|AP|2=(x-a)2+4(1-■)=■(x-■a)2+4-■a2

　　又因为|x|≤3, 所以当■≤3时

　　即0<a≤■时，|AP|2的最小值为4-■a2，依题意4-■a2=1，所以a=±■?埸(0,■]不合题意，所以■>3, 即■<a<3

　　此时x=3,|AP|2取最小值为(3-a)2,依题意(3-a)2=1, 所以a=2

　　此时p点的坐标是（3,0），故当a=2时存在这样的点p满足条件，p点的坐标是（3,0）。

　　评注：解析几何中，求参数的取值范围问题，往往要与目标函数联系起来，利用目标函数的定义域、值域、单调性等知识来解决。

　　例2，直线m:y=kx+1和双曲线x2-y2=1 的左支交于A,B两点，直线l过点P（-2,0）和线段AB的中点M，求l在y轴上的截距b的取值范围。

　　分析：b的变化是由于k的变化而引起的，即对于k的任一确定的值，b有确定的值与之对应，因此b是k的函数，本题即为求这个函数的定义域。

　　解：

　　由y=kx+1x2-y2=1（x≤-1）

　　消去y得(k2-1)x2+2kx+2=0

　　△=4k2+8(1-k2)＞0x1+x2=■＜0x1x2=■＞0∴1＜k＜■

　　设M(x0,y0),则x0=■=■y0=kx0+1=■

　　由P(-2,0),M(■,■)，Q（0，b）三点共线，不难得出b=■

　　设f(k)=-2k2+k+2，则f(k)在(1,■)上为减函数

  ∴f(■)＜f(k)＜f(1)，且f(k)≠0

  ∴-(-■)＜f(k)＜1,且f(k)≠0

  b=■

  ∴b＜-■-2或b＞2

　　评注：根据函数的思想建立b与k的函数关系，根据方程的思想，运用二次方程的理论具体求出b的表达式，是解此题的两个关键问题。不少解析几何问题，其中某些元素处于运动变化之中，存在着相互联系、相互制约的量，它们之间往往构成函数关系，对于直线和曲线交点问题，经常要转化为方程问题，用方程的理论加以解决。

　　例3，已知曲线系C0的方程为■+■=1，试证明坐标平面内任一点（a,b）(a,b ≠0),总存在C0中的一椭圆和一双曲线通过该点。

　　分析：若从曲线系的角度去考虑，即以x,y为主元，思维受阻，若从k来考虑，不难看出，当k<4,或4<k<9时，表示的曲线分别为椭圆和双曲线，问题归结为证明在区间 (-∞,4)和（4,9）内分别存在k值，使曲线过点（a,b）。

　　证明：设点（a,b）(a,b≠0)在曲线C0上，则■+■=1整理得

  k2+(a2+b2-13)k+(36-4a2-9b2)=0   (1)

  令f(k)=k2+(a2+b2-13)k=(36-4a2-9b2)

  ∴f(4)=-5b2＜0,f(9)=5a2＞0

　　可知f(k)=0,则方程（1）在（-∞，4）和（4,9）内分别有一根，即对平面内任一点（a,b）总存在C0中的一椭圆和一双曲线通过该点。

　　评注：本题巧妙地将解析几何中的曲线系问题转化为视变量为主元的方程的根的问题，降低了难度，这种方法在解析几何中用的较普遍。

　　曲线方程的确定及其位置关系的讨论，本质上就是方程（组）的求解或方程的根在某一区间的充要条件的确定。
