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  函数问题历来是高考命题的重点，考查内容设计新颖，形式多样，综合性强．其中以二次函数背景下一元二次不等式恒成立问题，是知识网络的一个交汇点，同时也是高考命题的热点问题之一。但是，对于一元二次函数的深入学习，依然是现在高中学生学习数学的一大“心病”，感觉不好把握，结合自己若干年的教学，特对一元二次不等式恒成立问题在高中教学中的应用分类讨论浅析如下：探求二次函数背景下恒成立问题，实质是将二次函数的有关性质进行适当转化，再归结为某个不等式问题．其中二次函数性质的基本中义和图象特征，是问题转化的知识基础．因此，在实际解题中要注重从概念、图象出发，进行逻辑分析、推理和判断，并结合一元二次函数的相关知识求解问题的结论

　　一、恒成立问题的基本类型：

　　类型1：设?蕊(x)=ax2+bx+c(a≠0)，

　　（1）?蕊(x)＞0在x∈R上恒成立?圳a＞0；△＜0;

　　（2）?蕊(x)＜0在x∈R上恒成立?圳a＜0；△＜0。

　　类型2：设?蕊(x)=ax2+bx+c(a≠0),

　　（1）当a＞0时，?蕊(x)＞0在x∈[α，β]上恒成立?圳-■＜0?蕊(α)＞0或a≤-■≤β△＜0或-■＞β?蕊(β)＞0，?蕊(x)＜0在x∈[α，β]上恒成立?圳?蕊(α)＜0?蕊(β)＜0

　　（2）当a＜0时，?蕊(x)＞0在x∈[α，β]上恒成立?圳?蕊(α)＞0?蕊(β)＞0

　　?蕊(x)＜0在x∈[α，β]上恒成立?圳-■＜0?蕊(α)＞0或a≤-■≤β△＜0或-■＞β?蕊(β)＞0

　　类型3：?蕊(x)＞α对一切x∈I恒成立?圳?蕊(x)min＞α，?蕊(x)＜α对一切x∈I恒成立?圳?蕊(x)max＞α。

　　类型4：

  ?蕊(x)＞g(x)对一切x∈I恒成立?圳?蕊(x)的图象在g(x)的图象的上方或?蕊(x)min＞g(x)max

　　二、恒成立问题常见的解题策略：

　　策略一：利用二次函数的判别式

　　对于一元二次函数?蕊(x)=ax2+bx+c(a≠0,x∈R)有：

　　（1）?蕊(x)＞0在x∈R上恒成立?圳a＞0且△＜0；

　　（2）?蕊(x)＜在x∈R上恒成立?圳a＜0且△＜0

　　例1. 若函数y=■在R上恒成立，求m的取值范围。

　　分析：该题就转化为被开方数mx2+6mx+m+8≥0在R上恒成立问题，并且注意对二次项系数的讨论。

　　略解：要使y=■在R上恒成立，即mx2+6mx+m+8≥0在R上恒成立。

　　10 m=0时，8≥0 ∴m=0成立

　　20 m≠0时，m＞0△=36m2-4(m+8)=32m(m-1)≤0，∴0＜m≤1

　　由10，20可知，0≤m≤1

　　策略二:利用函数的最值（或值域）

　　（1）?蕊(x)≥m对任意x都成立?圳?蕊(x)min≥m；

　　（2）?蕊(x)≤m对任意x都成立?圳m≥?蕊(x)max。简单计作：“大的大于最大的，小的小于最小的”。由此看出，本类问题实质上是一类求函数的最值问题。

　　例2. 若关于x的不等式x2-ax-a＞0的解集为(-∞,+∞)，求实数a的取值范围；（2）若关于x的不等式x2-ax-a≤-3的解集不是空集，求实数a的取值范围．

　　解：（1）设?蕊(x)=x2-ax-a.则关于x的不等式x2-ax-a＞0的解集为(-∞,+∞)?圳?蕊(x)＞0在(-∞,+∞)上恒成立?圳?蕊min(x)＞0,即?蕊max(x)=-■＞0,解得-4＜a＜0

　　（2）设?蕊(x)=x2-ax-a.则关于的不等式x2-ax-a≤-3的解集不是空集?圳?蕊(x)≤-3在(-∞,+∞)上能成立?圳?蕊min(x)≤-3,即?蕊min(x)=-■≤-3解得a≤-6或a≥2.

　　策略三：利用零点分布

　　例3.已知?蕊(x)=x2+ax+3-a，若x∈[-2,2],?蕊(x)≥0恒成立，求a的取值范围.

　　解析 本题可以考虑f(x)的零点分布情况进行分类讨论，分无零点、零点在区间的左侧、零点在区间的右侧三种情况，即Δ≤0或Δ＞0-■≤-2?蕊(-2)≥0?蕊(2)≥0或Δ＞0-■≥2?蕊(-2)≥0?蕊(2)≥0，即a的取值范围为[-7，2].

　　点评  对于含参数的函数在闭区间上函数值恒大于等于零的问题,可以考虑函数的零点分布情况,要求对应闭区间上函数图象在x轴的上方或在x轴上就行了.

　　变式：设?蕊(x)=x2-2mx+2,当x∈[-1,+∞]时，?蕊(x)≥m恒成立，求实数m的取值范围。

　　解：设F(x)=x2-2mx+2-m，则当x∈[-1,+∞]时，F(x)≥0恒成立

　　当△=4(m-1)(m+2)＜0时即-2＜m＜1，F(x)＞0显然成立；

　　当△≥0时，如图，F(x)≥0恒成立的充要条件为：

  Δ≥0F(-1)≥0-■≤-1解得-3≤m≤-2。综上可得实数m的取值范围为[-3,1)。

　　策略四：分离参数法

　　若所给的不等式能通过恒等变形使参数与主元分离于不等式两端，从而问题转化为求主元函数的最值，进而求出参数范围。这种方法本质也还是求最值，但它思路更清晰，操作性更强。一般地有：

　　1）?蕊(x)＜g(a)(a为参数)恒成立?圳g(a)＞?蕊(x)max

　　2）?蕊(x)＞g(a)(a为参数)恒成立?圳g(a)＜?蕊(x)max

　　例4.已知函数?蕊(x)=1g(x+■-2)，若对任意x∈[2,+∞)恒有?蕊(x)＞0，试确定a的取值范围。

　　解：根据题意得：x+■-2＞1在x∈[2,+∞)上恒成立，即：a＞-x2+3x在x∈[2,+∞)上恒成立，

　　设?蕊(x)=-x2+3x，则?蕊(x)=-(x-■)2+■ 当x=2时，?蕊(x)max=2所以a＞2

　　注：分离参数后，方向明确，思路清晰能使问题顺利得到解决。

　　策略五：确定主元

　　在给出的含有两个变量的不等式中，学生习惯把变量x看成是主元（未知数），而把另一个变量a看成参数，在有些问题中这样的解题过程繁琐。如果把已知取值范围的变量作为主元，把要求取值范围的变量看作参数，则可简化解题过程。

　　例5.若不等式2x-1＞m(x2-1)对满足-2≤m≤2的所有m都成立，求x的范围。

　　解析：我们可以用改变主元的办法，将m视为主变元，即将元不等式化为：m(x2-1)-(2x-1)＜0；令?蕊(m)=m(x2-1)-(2x-1)，则-2≤m≤2时，?蕊(m)＜0恒成立，所以只需?蕊(-2)＜0?蕊(2)＜0即-2(x2-1)-(2x-1)＜02(x2-1)-(2x-1)＜0，所以x的范围是x∈(■,■)

　　总结：利用了一次函数?蕊(x)=kx+b,x∈[m,n]有：

  ?蕊(x)＞0恒成立?圳?蕊(m)＞0?蕊(n)＜0,?蕊(x)＜0,恒成立?圳?蕊(m)＞0?蕊(n)＜0

　　策略六：消元转化

　　例6.已知f(x)是定义在[-1,1]上的奇函数,且f(1)=1,若m,n∈[-1,1],m+n≠0时■＞0，若?蕊(x)≤t2-2at+1对于所有的x∈[-1,1],a∈[-1,1]恒成立，求实数t的取值范围.

　　解析  本题不等式中有三个变量，因此可以通过消元转化的策略，先消去一个变量，容易证明f(x)是定义在[-1,1]上的增函数,故f(x)在[-1,1]上的最大值为f(1)=1,则?蕊(x)≤t2-2at+1对于所有的x∈[-1,1],a∈[-1,1]恒成立?圳1≤t2-2at+1对于所有的a∈[-1,1]恒成立，即2ta-t2≤0对于所有的a∈[-1,1]恒成立，令g(a)=2ta-t2，只要g(-1)≤0?蕊(1)≤0，∴t≤-2或t≥2或t=0．

　　点评  对于含有两个以上变量的不等式恒成立问题,可以根据题意依次进行消元转化,从而转化为只含有两变量的不等式问题,使问题得到解决.

　　以上介绍的几种常见不等式恒成立问题的求解策略，只是分别从某个侧面入手去探讨不等式中参数的取值范围。事实上，这些策略不是孤立的，在具体的解题实践中，往往需要综合考虑，灵活运用，才能使问题得以顺利解决。
